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Resume. Le but de cet article est d'ameliorer les conditions suffisantes, 
deja etabli par le premier auteur pour que la somme des nombres de 
O , Betti, d'un CW-complexe 1-connexe fini et rationnel, soit superieur a la 

dimension de son Q-espace vectoriel d'homotopie, qu'on presentera dans 
' deux aspects, celui algebrique et un autre geometrique. 
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1. Introduction 

1.1. Les CW-complexes finis 1-connexes. Les CW complexe finis 
1-connexes, notes ci-apres X, se divisent en deux classes : 

- Les CW complexes elliptiques tels que 

dim7r*(X) (£> Q < oo . 

- Les CW complexes hyperboliques tels que 

dim 7T* (X) (g> Q = oo . 

1.2. Les elliptiques. La cohomologie rationnelle H*(X;Q) d'un espace 
elliptique X est a dualite de Poincare et sa caracteristique d'Euler, \ verifie 

x>o. 

Bien que les espaces elliptiques jouissent de proprietes tres specifiques 
(nous en verrons d'autres au cours de cette expose) ce sont ceux que Ton 
rencontre le plus couramment en geometrie differentielle (Groupes de Lie, 
espaces homogenes,...). 

1.3. Quelques conjectures dans le cas elliptique. J. Moore a conjec- 
ture : 

Conjecture M. Le groupe abelien gradue 7r*(X) possede un p-exposant 
ssi X est CW complexe elliptique. 

Rappelons qu'un groupe gradue verifie une propriete si chacune de ses 
composantes verifie cette propriete et qu'un groupe abelien admet un p- 
exposant (p nombre premier) s'il existe un entier n tel que p n annule la 
p-torsion du groupe. Cette conjecture a ete etablie dans de nombreux cas 
particuliers par P. Selick, Theriault, Stelzer,... . 

R. Bott a conjecture que 

Conjecture B. Toute variete riemannienne compacte 1-connexe sans 
bord dont la courbure sectionnelle est toujours > est un CW complexe 
elliptique. 

Cette conjecture a ete partiellement demontree par G. Paternain en 1992. 

Dans cet article nous sommes interesses par la conjecture H, emise par le 
premier auteur en (1990) : 

Conjecture H. Pour tout CW complexe elliptique, 1-connexe X , on a : 

dim 7T* (X) (g> <Q> < dim H* (X; Q) . 

Cette conjecture ete demontree par le premier auteur [Hi-90| pour les CW 
complexes elliptiques tels que x > 0) ( cas pur). 

1.4. Contexte. La conjecture H, entre dans le cadre d'autres conjectures 
qui proposent une minoration de la dimension cohomologique, on citera en 
particulier celle du rang torique due a S. Halperin en 1986. 

Conjecture du rang torique (CRT). Si X est un espace 1-connexe et 
raisonnable, alors 

dimH*(X,Q) > 2 rfc °W 
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On rappelle qu'un espace X est dit raisonnable s'il verifie les proprietes 
suivantes : 

- X est connexe, de Hausdorff, compact ou paracompact. 

- dimH*(X,Q) < oo. 

- Pour tout x S X, on a ]im H*(U, Q) = ou la limite est prise sur les 

voisinages ouverts U de x. 
Cette conjecture a ete resolue dans des cas particuliers par Halperin, 
Allday, Puppe, Hilali,... 

1.5. La conjecture H, dans le cas non elliptique. Toutes les situations 
sont possibles, on les illustrera ci-dessous avec des exemples : 

- dimH*(X,Q) = +oo, dim7r*(X) ® Q = +oo. 

Prendre X = S 2 x S 3 x • • • 

- dim#*(A",Q) = +oo,dim7r*(X) ® Q < +oo. 

Prendre X = CP 00 , dans ce cas 

H*(X,Q) = Q[a] tel que \a\ pair et ir*(X) <g> Q = iT(Z,2) 

- dimiJ*(X,Q) < +oo,dim7r*(X) <g> Q = +oo. 

Prendre X = S 3 V § 3 , dans ce cas 
H°(X, Q) = Q, H 3 (X, Q) = Q Q. 

vr^+i^ 3 VS 3 ) = 7i\,(ft(§ 3 VS 3 )) = L(a,6) avec |a| = |6| = 2. 

1.6. Notre contribution. Nous demontrerons la conjecture H dans quelques 
cas ou x = 0. 

Rappelons que d'apres [FHT-01J- [Proposition 32.16], 



et done que le cas restant, x = 0, est le plus vaste. 

Plus precisement, nous suivrons le plan suivant : 

- Quelques points de la theorie des modeles minimaux de Sullivan. 

- Enonce de la conjecture en termes de modeles minimaux. 

- Le cas hyper-elliptique, sous condition. (Enonce et preuve du theoreme). 

- Le cas elliptique, sous condition. (Enonce et preuve du theoreme). 

- Le rang torique. (Enonce et preuve du theoreme). 

- Le cas symplectique, sous condition. (Enonce et preuve du theoreme). 

- Le cas co-symplectique, sans condition. (Enonce et preuve du theoreme). 



2.1. Motivation. La conjecture (H) est verifiee pour les H-espaces, car 
l'image du morphisme d'Hurewicz, hurx ■ 7r*(X)(8)Q — > H*(X, Q) engendre 
l'algebre de Pontrayagin, H*(X, Q) et car H*(X, Q) = H*(X, Q) par dualite. 

2.2. Algebrisation de la conjecture. D.Sullivan |Su-78j a construit pour 
tout espace topologique 1-connexe, X, verifiant dim H l (X ; Q) < oo pour 
tout i, un modele minimal (Apl(X), d) = (/\V,d), unique a isomorphisme 
pres quand H°(X, Q) = Q, tel que |Ha-83j : 




2. Resolution du probleme. 



H n (AV,d) 



V 



vr n (X)®Q 
H n (X,Q) 
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done 

H*(f\V,d) H*(X,Q) 

Ce qui nous permet d'enoncer la conjecture H de la fagon suivante : 
Version algebrique. Si (/\ V, d) designe un modele minimal tel que : 

i) dim(V) < oo 

ii) dimH* (AV,d) < oo 
Alors : 

dim(V) < dimH* (/\V,d) 

2.3. Les theoremes. La conjecture (H) est verifiee dans les cas suivants : 
Theoreme A. X est hyper- elliptique verifiant : 

dim (vr pair ® Q) > - (l + y/-12 X n{X) - 15) 

Corollaire A.l. X est hyperelliptique verifiant : 

(1) Xn(X)€ {0,-1,-2} 

Theoreme B. X est elliptique 1-connexe verifiant : 

(2) }fd(X) < 10 

Ou fd(X) appelee dimension formelle de X est definie par la relation 
suivante : 

fd(X) = max{n G N tel que H k (X,Q) / 0} 

Theoreme C. X est un espace rationnel 1-connexe, elliptique tel que : 
npair(X)<g>Q = 0, de modele f\ V = /\{yi, ■ ■ ■ , y n } avec \yi\ impair verifiant : 

V i G {1, . . . n} dim(ker5i) > dim(im<5j) 

Ou Si : A i _ 1 — ► Ai-i avec A* = H*(A{yi, . . . ,yi},d) et q« = [%]. 
/3 i — ► /3aj 

Corollaire C.l. X elliptique, 1-connexe de modele minimal (/\V,d) = 
(A{yi> 2/2, -, 2/n}, d) verifiant : 

- ir 2k (X)®Q = 0, VkN 

- a? = [dj/i] 2 = 0, Vi€{3,...,n} 

- Vi G {3, ...,n}, iZ exisie 7ij,72« G At, feZs q"ue : a* = 71*72*, et ^ = 0. 

Theoreme D. X est hyperelliptique verifiant : 

rk Q (X) = -Xtt(X) - i tel que i G {0, 1, 2} 
Ou rko(X) appele rang torique de X est defini par la relation suivante : 
rko(X) = max{n G N tel que T n = (S 1 )™ agit presque librement sur X} 
e'est a dire : V x G X, G x = {g G T n tel que g.x = x} est fini. 

Theoreme E. X est elliptique 1-connexe verifiant : 

fd(X) - rk (X) < 6 
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codim(X) = fd(X) — rko(X) s'appelle codimension de X. 
Theoreme F. X est 1-connexe, symplectique. 
Theoreme G. X est co- symplectique. 
2.4. Les outils. 

2.4.1. Definitions, notations et vocabulaire. . 
Modeles de Sullivan. 

- (/\ V, d) est dit modele minimal elliptique, si et seulement si : 

(1) diml/ < oo. 

(2) dimH* (A V,d)) < oo. 

(3) II existe {|xi| < • • • < \x n \} base de V telle que 

i) dxi = 

ii) dxi £ /\- 2 {xi, . . . Xi-i}, Vl<i<n 

- Le modele est dit pur si de plus : 

d(V pair ) = et d(F impair ) C /\l/P air 

- Le modele est dit hyperelliptique si de plus 
(3) d(V^ iT ) = 

^yimpair) c ^+ ypair ^ yimpair 

Invariants d'Euler-Poincare. Dans le cas d'un espace elliptique, on 
definit les deux invariants suivants : 

- Invariant cohomologique : 

Xc (X) =^(-l) fc dim^(X,Q) 

fc>0 

= dim (#P air (X, Q)) - dim (# impair (X, Q)) 

- Invariant homotopique : 

XAX) =^(-l) fc dimvr fe (X)®Q 

fc>0 

= dim(vr pair (X) <g> Q) - dim(^ impair (X) ® Q) 
= dim(l/P air ) - dim(F im P air ) 

H-espaces |Th-92| . |Hat-02] Un ff-espace est un espace topologique, X, 
muni d'une application continue \x : X x X — ► X tel que p i e = idx ou 
i e : X — > X x X, e = 1, 2 designe l'une des inclusions naturelles. 

Les H-espaces abondent en geometrie et en topologie, comme exemple on 
peut citer : 

- Les groupes topologiques, en particulier les groupes de Lie. 

- Les spheres §°, S , (des complexes), § 3 , (des quaternions), S , (des 
octanions). 

Adams |Ad-60| a demontre que ce sont les seules spheres, H-espaces. 
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- MP 1 = S 1 / ± 1, MP 3 = S 3 / ± 1, MP 7 = S 7 / ± 1. 

Dans le cas general MP n est un .ff -espace si et seulement si n + 1 est 
une puissance de 2. 

- L'espace de lacets QX, d'un espace pointe X. 

- Les espaces d'Eilenberg-MacLane, K(G,n), tel que n > 1 et G abelien, 
puisque K(G, n) = SIK{G, n + 1). 

- CP 00 . 

- J(X) : The "James reduced product" associe a un espace topologique 
pointe, (X,*), defini par la relation : 

J(X) = ]J X k /(xi, . . . ,Xi, . . . ,x k ) ~ (x 1} ...,£i,.. .,x k ), sixi = * 
k>l 

- SP(X) : The "infinite symmetric product" associe a un espace topolo- 
gique, X, defini par la relation : 

SP{X) = ]]_X k /(x h ...,x k ) ~ {x ail) ,...,x a{k) ) 

k>l 

Espaces symplectiques [La-98 Une variete symplectique est une variete 
differentielle M, munie d'une forme differentielle de degre deux uj fermee et 
non degeneree, appelee forme symplectique. 

L'etude des varietes symplectiques releve de la topologie symplectique. 
Les variete symplectiques apparaissent lors de l'etude des formulations abs- 
traites de la mecanique classique (Hamiltonienne) et analytique (quantique), 
liees au fibres cotangents des varietes, notamment dans la description hamil- 
tonienne de la mecanique, ou les configurations d'un systeme forment une 
variete dont le fibre cotangent decrit l'espace des phases du systeme. 

Les espaces de Kahler sont des varietes symplectiques, qui sont des varietes 
de Poisson, qui a leur tour sont des varietes de Jacobi. 

Espaces cosymplectiques. Une structure cosymplectique sur une variete 
M de dimension 2k + 1 est la donnee d'une 1-forme fermee et une 2-forme 
fermee to telles que A u k est une forme volume sur M, ou u> k designe le 
produit de k copies de u. 

2.4.2. Principaux resultats utilises. 

Theoreme 2.1. C. Allday & S. Halperin, [AH-78] 
Si X est elliptique 1-connexe et raisonnable, alors : 

- X,(X) < -rko(X). 

- xAX) = -rko(X) => X pur. 

Theoreme 2.2. J. Friedlander & S. Halperin, |FH-79| 

Si X espace elliptique, 1-connexe de modele minimal de Sullivan, (/\ V, d), 
alors 

dimV < fd{X) 



Et on peut trouver {xi, . 

yimpair qu& . 

\yi\ > 2|xj| — 1, V 1 < i < n 

n 

^2\xi\ < fd(X) 

i=l 
n+p 

\Vi\ < Vd{X) - 1 

i=i 

n+p n 

Em-E^i-^m*) 

i=l i=l 

Theoreme 2.3. S. Halperin. [Ha-83| 

Si X espace elliptique, 1-connexe alors : 

- xAx) < o, X c{x) > o 
xAx)<o ^ xc(x)=o 

On prendra dans la suite {x±, . . . , x n } comme base de V paa et {yi, . . . , y n +p} 
comme base de y im P air ; a vec p > et Xn = ~P- 
En particulier on peut en conclure que : 

- Xc (X) = => dimH*(X,Q) = 2 dim F pair (X, Q). 

- Xc (X) ^ => dimi2"*(X 5 Q) = dim# pair (X, Q). 

Theoreme 2.4. M.fl. fltfoft, |Hi-90] 

Soii X un CW-complexe 1-connexe, verifiant I'une des deux conditions 
suivantes : 

- X est un espace hyperelliptique. 

- X est de dualite de Poincare, tel que codim(X) < 6. 
Alors : 

dimH*(X,Q) > 2 rk °( x \ 

Theoreme 2.5. S. Halperin & G. Levin, [HL-86J 
Si X est elliptique 1-connexe et pur, alors : 

XAX) = -rko(X). 

3. Les demonstrations. 
3.1. Cas hyper-elliptique. (sous condition) 
Preuve du theoreme A. D'apres © on a 

dxi = V i G {1, . . . , n} 

d yj =P j + Wj V j € {1, . . . , n + p] tel que Pj G A + ^ pair , ™j G A + ^ pair ® A + y impair 

Notons W\,Wi les sous-espaces vectoriels de H pSLlT (/\V, d) engendres 
respectivement par ([xi]) 1<i<n et ([%i%j])i<i<j< n - Grace a la minimalite du 
modele on a H°(AV, d) © W\ © W2 est une somme directe dans .ff~ pair (AV, d), 
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. . , x n } base de V pmr et {m, . . . , y n +p} base de 
• • • < l^nl) V 1 < i < n 
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et (N)l<i<n libre > donC 

H°(AV, d) © Wi © W 2 C HP air (AV, d) 

71 ( 71 — L 1 

dimi? (AF,d) = l,dimWi = V ^ 

D'autre part 

w 2 © (A 2 ^ pair n dV impail ) = A 2 v pair 

dimA 2 ^ pair = n(n + 1) 



2 

dim A ^ pair n dy im P air < dimdT/ impair = n + p 

car {dyi, . . . , dy n+p } engendre c £V nmpair 

Supposons que X n'est pas pur (le cas contraire a ete deja resolu), 
done 3j G {1, . . . ,n + p} tel que Wj ^ 0, d'ou dj/j ^ /\ 2 ypair^ ^onc 
d yj £ A 2 ^ pair n dF impair , et par suite 

dim V\ < n+p — 1 

i ■ w . «(n + 1) 
^ dim VV2 > n — p + 1 

dim #P air (A V, d) > n ^ 2 + ^ - p + 2 

Comme X n'est pas pur, alors Xn(X) < —rko(X) < (theoreme I2.ip . 
done Xc(X) = (theoreme E3J) , done dim#*(A^,d) = 2 dim# pair (A V, d), 
or dim V = 2n + p, devient alors 

(5) dimH*(f\V,d)-dimV>n 2 -n-3p + A 

L'etude du signe du trinome P(n,p) = n 2 — n — 3p + 4, permet de conclure 
que la conjecture (H) est vraie pour 

( 6 ) p > 2 et n > 

p = 1 et VneN 

Signalons enfin que p = est le cas pur, et que 
n = dimy pair = dim(7r pa j r © Q), p = —Xir(X). Ce qui termine notre 
demonstration □. 

Preuve du Corollaire A.l. D'apres ([5]) il suffit d'etudier le signe de 
P(n,p) = n 2 — n — 3p + 4, on distingue les cas suivants 

Premiers cas : Xn(X) = 0, cas pur (deja resolu). 

Deuxieme cas : Xn(X) = —p = — 1 
On a : P(n, 1) = n 2 - n + 1 > 0, V n G N. 

Troisieme cas : x-k(X) = —p = —2 
On a : P(n,2) = n 2 - n - 2 > 0, V n > 2. Pour n G {0,1}, on a 
dimiT*(AV,d) > 2(1 + dim W\) = 2 + 2n = dimV 

□ . 

3.2. Cas elliptique. (sous condition) 

Preuve du Theoreme B. Soit {x\,--- ,x n } une base de y pair et 
{yi, " • • j Un+p} une base de V impa,1T , d'apres theoreme 12.21 on a les tableaux 
recapitulates suivants : 
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fd(X) 


(|xi|,--- ,\x n \) 


(M,--- AVn+pl) 


2 


(2) 


(3) 


3 





(3) 




(2) 


(5) 


4 


(2,2) 


(3,3) 




(4) 


(7) 


r 







(5) 


(2) 


(3,3) 







(3,3) 




(2) 


(7) 


6 


(2,2) 


(3,5) 




(2,4) 


(3,7) 




(2,2,2) 


(3,3,3) 







(7) 


n 
1 


(2) 


(3,5) 


(4) 


(7.3) 




(2,2) 


(3,3,3) 







(3,5) 




(2) 


(3,3,3) 




(2,2,2) 


(3,3,5) 
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(2,4) 


(5,7) 




(2,2,2,2) 


(3,3,3,3) 




(4,4) 


(7,7) 




(6) 


(13) 







(9) 




(2) 


(3,7) 




(2) 


(5,5) 
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(2,2) 


(3,3,5) 


(2,2,2) 


(3,3,3,3) 




(2,4) 


(3,7,3) 




(4) 


(7,5) 




(6) 


(11,3) 



On verifie a la main, cas par cas que l'espace est pur, done verifie la 
conjecture (H). 



fd(X) 


(|xi|,--- ,\x n \) 


(foil,-" AVn+pl) 







(5,5) 







(3,7) 




(2) 


(3,3,5) 




(2,2) 


(3,3,3,3) 




(2,2,2) 


(3,5,5) 




(2,2,2) 


(3,3,7) 
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(2,2,2,2) 


(3,3,3,5) 




(2,2,2,2,2) 






(2,4) 


(7,7) 




(2,6) 


(5,11) 




(2,4,4) 


(3,7,7) 




(4) 


(7,3,3) 




(4,6) 


(7,H) 
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On verifie a la main, cas par cas que l'espace est hyperelliptique avec 
Xn £ {0, —1, —2}, done verifie la conjecture (H) d'apres [Q □. 

Preuve du Theoreme C. On va raisonner par recurrence, il est clair 
que e'est vrai pour n = 1. 

Supposons le resultat vrai pour n — 1, done dim H* (/\ W, d) > dimVF = n — 1 
oh f\W = t\{yx,---,y n -x}- 
Considerons la suite courte 

_» (/\ W , d) — > (/\ V = /\ W ® /\ y nj d) — > (/\ W, d) — » 
Elle induit en cohomologie la suite exacte longue de connectant |Su-78] 

5 n : A n ^ = (A W, d) — ► A n . x = (f\ W, d) a n = [dy n ] 

(3 i — ► (3a n 

Qui nous induit a son tour la suite exacte courte 

— ► coker 5 n — > H*(f\ V, d) — ► ker 5 n — > 

Ainsi dim H* (f\ V, d) = dim ker 8 n + dim coker 8 n 

= dim ker 8 n + dimH*(/\ V, d) — dim Im 5 n 
= 2 dim ker 5 n 

> dim ker 5 n + dim Im S n 
= dim H*(J\V,d) 

> dim W = n — 1 

Done dim H* (/\ V, d) > n = dim V □. 

Preuve du Corollaire C.l On va montrer que Vi, 1 > i > n, on a : 

dim(£;er(5j) > dim(/m5j) 

En effet d'une part si on = 0, alors dim( ImSi) = < dim(/cer<5j), d'autre 
part si cii ^ alors 5, o 5i = et done Jm<5j C ker5i, montrons que cette 
inclusion est stricte. 

Supposons par l'absurde que Im{5i) = ker(5i) alors V/? G Im(5i) \ 
{0},|/3| > Or d'apres les hypotheses an = ^n^iilu = e t done 

otdii = l2il\i = 0, ce qui implique que 71$ S ker(5i), ceci est impossible 
car \ ju\ < \ati\. □ 

3.3. Cas du rang torique. (sous condition) 

Preuve du theoreme D. Gardons les memes notations ci-dessus. Nous 
allons distinguer trois cas : 

Premier cas : rko(X) = —Xn{X) = p. X. 
Cas pur d'apres le theoreme 12.11 

Deuxieme cas : rko(X) = — Xtt(X) — 1 = p — 1. On sait que : 

dim H*(/\ V, d) > 2 P ~ 1 d'apres theoreme K 

dim#*( /\V,d)> dim V, Vn >l±i^El d'apres © 

Par consequent 



(7) dim H*(/\ V, d) > dim V, Vn £ 



2P- 1 -p 



0, 



U 



1 + V12p - 15 



, +00 
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Cherchons d'abord pour quelles valeurs de p on a : 

2P- 1 -p 1 + yi2p - 15 
2 ~ 2 
et done cherchons p € N tels que : 

A p = 2 p {2 p ~ 2 - p - 1) + p 2 - lOp + 16 > 

Vp > 8 on a yip > 0, car p 2 - lOp + 16 > et 2 P ~ 2 - p - 1 > 0. On verifie 
facilement que A p > 0, si p £ {5, 6, 7}. 

II reste a verifier la conjecture (H) pour p S {3, 4} 

(1) p = 3. D'apresEJ la conjecture (H) est vraie dans les cas n = ou 
n > i£( 1+ 2^ ) + 1 = 3, examinons les deux autres cas qui restent : 

(a) n = 1. Posons (/\V,d) = (/\{x,yi,y 2 ,y3,y4,),d). D'apres la 
minimalite de (/\ V, d) on peut supposer que : 

dx = 0,dyi = Pi(x)(l < i < 3), et dy^ = Pa{x) + a, ou 

a e Q[x] ® A + {yi, 2/2, y 3 }, et {Pa, P 2 , P 3 , Pi} C Q[x] 

Sans perte de generalite on peut poser : 

p x (x) = x", P 2 (x) = ax r et P 3 (x) = bx s , 2 < q < r < s. 

Si a = b = 0, alors Pensemble B = {[2/2], [xy2], [2/3], [2^/3]} est 

une famille libre dans H impazr (f\V,d), et done 

dimH*(/\V,d) =2dimH impair {/\V,d) > 8 > dimV = 5. 

Si (a, b) ^ (0, 0), supposons par exemple Considerons les 

elements de H impair (/\V,d) suivants : 

io x = [ax r ~ q y 1 - y 2 ] 
uj 2 = [bx s - q yi - y 3 ] 
cj 3 = xlui = [ax r ~ q+1 yi - xy 2 ] 

Comme {ui, uj 2 , W3} sont lineairement independants, alors : 

dimH*(/\V,d) =2dimH impair (/\V,d) > 6 > dimV = 5. 

(b) n = 2. Posons (f\ V, d) = {/\{x 1 ,x 2 ,y 1 ,y 2 ,y 3 ,y i ,y 5 ),d). Comme 
ci-dessus on peut supposer que : 

dx\ = dx 2 = 

dyi = P i (x 1 ,x 2 ) £ Q[xi,x 2 ] (i = 1,2,3) 
dy 3 e f\V (j = 4,5) 

Posons B 2 = {[x 2 ], [x 2 ,], [xix 2 ]} et W 2 le sous espace vectoriel 
de H pair (/\ V, (i)engendre par B. 
Si dimVF > 1, alors : 



dimP*(/\ V, d) = 2 dimH pair (f\ V, d) > 8 > dimV = 7 

car Q{1, [xi], [x 2 ]}(BW 2 est une somme directe dans H pair {/\ V, d). 
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Supposons maintenant que W 2 = {0}. On peut poser : 

dyi = x\ 
dy 2 = x\x 2 
dy 3 = x\ 

dy 4 = P±(xi,X2) + a 
dy5 = Ps(x 1 ,x 2 ) + 

avec a, f3 S Q[xi, x 2 ] <S> f\ + {yi, y2, y3, yi} qui ne sont pas simul- 
tanement nuls (car X n'est pas pur) ; supposons par exemple 
a/0,a s'ecrit : 

a = P{xi,x 2 )yiy 2 + Q(xi, x 2 )yiy 3 + R(xi,x 2 )y 2 y 3 
On a alors : 

= da = -(xlQ + x\x 2 P)yi + (x\P - x 2 R)y 2 + {x\Q + xix 2 R)y 3 

ce qui donne le systeme : 

x\Q + x\x 2 P = 
x\P-x\R = 
x\Q + x\x 2 R = 0. 

Comme les polynomes x\ et x\ sont premiers entre eux alors il 
existe Z £ Q[xi,X2] tel que : 

P = x\Z 
Q = -x\x 2 Z 
R = x\Z 

D'ou : a = d{Zy\y 2 y 3 ). D'autre part P = da%, car [P] G W = 
{0}. On en deduit le cocycle 7 = 7/4 — a\ — Zy\y 2 y 3 . Considerons 
les elements de H mpa "'(f\V,d) suivants : 

uj' x = [y 4 - on - Zy x y 2 y 3 \ 

ijj' 2 = XlU)[ 

^3 = [x 2 yi - x x y 2 ] 
u' 4 = [xm - x 2 y 2 ] 

On verifie facilement que oj[ , uj' 2 , to 3 et u'^ sont lineairement 
independants et done : 

dimir(/\T/,(i) =2dimH impair (/\V,d) > 8 > dimV = 7. 

p = 4. On sait que d'apres [7] la conjecture (H) est vraie pour tout 

n < 2, ou n > E( 1+ ^^ ) + 1 = 4, il reste done le cas n = 3. Posons : 
(AV,d) = (A(.xi,x 2 ,x 3 ,y 1 ,y 2 ,y 3 ,y 4: ,y 5l y e ,y 7 ),d), avec \xi\ (1 < i < 
3) est pair, et (1 < j < 7)est impair. Comme ci-dessus W 2 
designe le sous espace vectoriel de H pair (/\ V, d) engendre par 
B 2 = {eij = [xiXj]/l <i,j < 3}. 
Si dimW2 > 1, alors : 

dim H*(/\ V,d) = 2 dim H pmr (/\ V, d) > 10 = dim V. 
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car Q{1, [x\], [X2], [x 3 ]}®W 2 est une somme directe dans H pair (/\ V, d). 
Supposons maintenant que W 2 = {0}. On peut ecrire : 

dyi = x\ dy 2 = x\ 
dy 3 = x\ dy 4 = x\x 2 
dy 5 = xix 3 dy 6 = x 2 x 3 
dy 7 = P + a 

ouP G Q[xi,x 2 ,x 3 ],eta G Q[xi, x 2 , £3]®A + {2/i, 2/2, 2/3, 2/4, 2/5, 2/e}- 
Considerons les elements de H impmr (/\ V, d) suivants : 

= [x 2 yi - 2:12/4] , w 2 ' = [x 3 yi - xu/5] , cj 3 ' = [xiy 2 - x 2 y A ) 
u'l = [x 3 y 2 - x 2 y e ] , lo'I = [xiy 3 - x 3 y 5 ] , u% = [x 2 y 3 - x 3 y 6 ]. 

II est clair que a;", lo'^co'^, u'l, u'l et uj'q sont lineairement independants 
et done : 



dim H*(/\ V,d) = 2 dim H pmr (/\ V, d) > 12 > dim V. 

Troisieme cas : rko(X) = — Xir(X) — 2 = p — 2, p > 2. Dans ce cas on a : 

dim H*(/\V,d)> 2 P ~ 2 d'apres theoreme El 

dim J H"*(A V, d) > dim Vn > kt^SEg d'apres © 

D'ou :dimi?*(AV,d) > dimV, Vn G [0, ^^ E ] U [ 1+vl 2 2p ~ 15 ,+oo[. Comme 
ci-dessus cherchons les valeurs de p pour lesquelles : 

2P-2 _ p 1 + v /i2 p - 15 

2 ~ 2 
e'est a dire, pour quelles valeurs de p on a : 

,4 p = 2 p ' 1 (2 p - 3 -p- 1) +p 2 - 10p+ 16 > 

On verifie que A p > 0, pour tout p > 6. II reste a etudier le cas p < 5. Le 
cas p < 4 est deja traite ci-dessus, voyons maintenant le cas p = 5. 

D'apres ([6]), la conjecture est veriflee pour toutn>£(±±^) + l = 4 

oun <£(2!z5) = l. 

Etudions maintenant les deux cas restants n = 2 et n = 3. 
(1) n = 2, ecrivons (f\V,d) = (/\(x 1 ,x 2 ,y 1 ,y 2 ,y 3 ,y 4 „y 5 ,y e ,y 7 ),d) avec 
\xi\ < \x 2 \ et 1 2/1 1 < \y 2 \ < I2/3I < I2/4I < 1 2/5 1 < \y&\ < |s/r|- Posons 
pour tout k > 1, -Bfc = {[^l^JA + J = -^o = {1} et le sous 
espace vectoriel de H pair (/\ V, d) engendre par B^. On a evidemment 
dim Wo = 1 et dimWi = 2, trois cas a distinguer : 

(a) dim(W2 + W 3 ) > 2, alors la conjecture (H) est bien verifiee, car 
dimH*(/\V,d) = 2dimH patr (/\V,d) > 2 dim(Wo©Wi©W 2 +W 3 ) > 10 > dim^. 

(b) dim(W 2 + W 3 ) = 1, alors dimW 2 = 1 et W k = {0}, Vfc > 3. 
Posons : 

dyi = Pi + ai tel que Pi G Q[xi,x 2 ], a { G Q[xi,x 2 ] <8> f\ + (yi, ■•-,2/i-l)- 

On peut supposer que : a\ = a 2 = 0, 03 = Q 3 yiy 2 et 
P\,P 2 lineairement independants dans Q[x1, x 2 , xix 2 }- Comme 
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da 3 = alors Q 3 = et done dy 3 = P3. Or W 3 = {0}, 
on peut alors prendre P3 G {xf } . Ecrivons : 

a 4 = (242/12/2 + #42/22/3 + T 4 y 3 y 1 , alors = <i 2 y 4 = (T4P3 - 
QaP2)Vi + (Q4-P1 - P 4 P 3 )2/2 + (P4P2 - T 4 Pi)y 3 , d'ou le systeme : 

T4P3 = Q4P2 
Q4P1 = R4P3 
R4P2 = T A P X . 

Or Piet P2 sont premiers entre eux, done il existe Q £ Q[x±, x 2 ] 
tel que : P4 = QP\ et T4 = QP2, ainsi Q4 = QP3 , d'ou 
dy4 = P4 + d(Qyiy 2 y 3 )- D'autre part on a : [P 4 ] = 0, ce qui 
implique que P4 = d(P[yi + P' 2 y2 + P'zV'i)- P ar consequent : 

d{yi - P[yi + P22/2 + P32/3 - Q2/12/22/3) = 0. 

Considerons y = 3/4 - P[y x + P' 2 y 2 + P32/3 - Q2/12/22/3, v = [P] un 
generateur de W2, et [i la classe fondamentale de H*(/\ V, d) (ie : 
un generateur de H^ d ^ x \/\V,d). Alors les elements suivants : 
[y], [x\y], [x2y], [Py] et /x sont lineairement independants dans 
H impair (/\V,d), d'ou la conjecture (H) est verinee. 

(c) W 3 = {0}, on peut alors ecrire : 

dy 1 = x\ 
dy 2 = xix 2 
dy 3 = xl 

dy 4 = Pi+diQy^ys)- 

On conclut comme ci-dessus. 

(2) n = 3, ecrivons (f\V,d) = (A(xi, x 2 , x 3 , yi, y 2 , 2/3, 2/4, 2/5, 2/6, 2/7, 2/sM) 
, avec \xi\ < \x 2 \ < \x 3 \, et |yi| < \y 2 \ < \y 3 \ < M < I2/5I < \ye\ < 

li/rl < \ys\- 

Posons B' k = {[x\x{x l 3 ]/i + j + / = k},B' = {1} et W' k le sous 
espace vectoriel de H pmr (/\ V, d) engendre par B^. 
On a dim(W^ ®W[) = 4. 

(a) Si dim(W£ + > 2, alors : 

dimH pair (/\V,d) > 2[dim(Wo W[) + dim(W^ + W3)] > 12 > dimV 

(b) Si dim(^ + W£ = 1, alors dimW£ = 1 et W' k = {0}, VA; > 3. 
Posons : 

dyi = Pi+cti tel que P G Q, [xi, x 2 , x 3 ], a; G Q[xi, x 2 , x 3 ](g>/\ + (yi, ...,2/i-i)- 

On peut alors supposer d'apres les hypotheses que : 
dyi = Pi, (1 < i < 5) sont lineairement independants dans 
Q{xf,X2,X3,xiX2,xiX3,x 2 X3} et dy e = Pq £ {x\x 3 2 x l 3 /i + j + 
1 = 3}. Soit a = [P] un generateur de W 2 , on peut prendre 
1 < i < i < 3. On peut se restreindre aux deux 
cas : = (1,1) ou = (1,2). 
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(i) P = x\ , on peut alors ecrire : 

Pi = aixf+xl P 2 = a 2 xl+x\ 
P 3 = a 3 xf+xix 2 Pa = a 4 xf+xix 3 
P 5 = a 5 xf+x 2 x 3 P 6 = xf. 



Par un simple calcul on verifie que les elements suivants 
sont des cocycles 

ai = x 2 y 2 + a 2 xiy 3 + a 5 xiy 4 - x 3 y 5 + (a 2 a 3 - a 4 a 5 )y 6 

a 2 = x 3 y 3 - a 3 xiy 4 - xiy 5 - (a 3 a 4 + a 5 )y 6 

"3 = £32/1 + a 5 xiy 3 - axxiy 4 - x 2 y 5 + (aia 4 - a 3 a 5 )y 6 

«4 = x 2 yi + (a 3 x 1 - x 2 )y 3 - (a x + a§)y 6 

a 5 = a 4 xiy 3 - x 2 y 4 + xiy 5 - (a 3 a 4 + a 5 )y 6 

"6 = xiy 2 + (a 4 xi - x 3 )y 4 - (a 2 + a|)y 6 - 



Considerons la matrice : 



M = 






























1 














1 


























1 


1 








































a 5 


03 


a 4 














-1 











1 














a 5 


-a 3 


-ai 








a 4 














-1 




















-1 





-1 








1 











-1 











-1 


















V (0203 - 0405) -(a 3 a 4 + a 5 ) (aia 4 - a 3 a 5 ) -(ai + a 3 ) -(a 3 a 4 + a 5 ) -(02 + 04)/ 



Soient E le Q-espace vectoriel engendre par Pensemble 

B = {x\yi,x 2 yi,x 3 yi,xiy 2 ,x 2 y 2 , x 3 y 2 , x x y 3l x 2 y 3 , x 3 y 3 , 
XiV4, x 2 y^ x 3 y 4 , xiy 5 , x 2 y 5 , x 3 y 5 , y 6 } et {e 1 ,e 2 , e 3 , e 4 , e 5 , e 6 } 
la base canonique de R 6 . Alors on a : a« = Mej, Vi, 1 < 
i < 6 (les composantes sont dans la base P) 

La matrice Metant de rang 6, done [cti], [0:2], [a^L [04]) [o^], 
et [o.q] sont lineairement independants dans }j im P a ' ir ^ y, d), 
d'ou la conjecture (H) est realisee. 

(ii) P = x\x 2 , posons alors : 

Pi = aixix 2 + x\ P 2 = a 2 xix 2 + x\ 
P3 = 03^1^2 + x\ P 4 = a 4 xix 2 + xix 3 

P5 = 05^1^2 + 2?22?3 p3 = x\x 2 . 
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On montre de la meme maniere, que les elements suivants 
sont lineairement independants dans H impair (/\V, d) , 

[x 2 yi - a\x\y 2 + (aia 2 - 1)2/6] 

[x 3 yi - xxy^ - a 1 xiy 5 + (aia 5 + a 4 )y 6 ] 

[x 2 y 4 - a A x x y 2 - xiy 5 + (a 2 a 4 + a 5 )y 6 ] 

[x 3 y 4 - xiy 3 - a A xiy 5 + (a 4 a 5 + a 3 )y e ] 

[(a 5 xi + x 3 )y 2 - (a 2 x 1 + x 2 )y 5 - 2a 2 a 5 y 6 ] 

[a3Xiy 2 - x 2 y 3 + (x 3 - a 5 xi)y 5 - (a 2 a 3 - a|)y 6 ] 

D'ou la conjecture (H) 
(c) W' 2 = {0}, dans ce cas on peut poser : 

dyi = x\ dy 2 = x\ dy 3 = x\ 
dyi = x x x 2 dy 5 = xix 3 dy e = x 2 x 3 . 

Les elements suivants sont lineairement independants dans 
H im P air (/\V,d) : 

[x2yi-xiy±], \xiy 2 -x 2 y A ), [x 3 yi - xiy±] , \x\y 3 - x 3 y 5 ], [x 3 y 2 - 
x 2 ye] et [x 2 y 3 — x 3 yo\, ce qui acheve la demonstration. □ 



Preuve Theoreme E. Posons fd(X) = N, on a d'apres theoreme 1 2 . 2 1 que 

n n+p 

\xi\ < N et \Ui\ ^ 2iV — 1, or \xi\ > 2 et \yi\ > 3, d'ou n < — , n+p < 

i=l i=l 

2N-1 7N -2 , 

et dimV = 2n + p < , d'autre part on sait theoreme 12.41 

3 6 

que dimH*(X,Q) > 2 rfc °W or rk (X) = N - codim(X) > N - 6, done 

7N — 2 

dimH*(X, Q) > 2 N ~ e , on cherche alors les entiers verifiant 2 JV ~ 6 > 

ou bien 3.2^ - 224iV + 64 > 

L'etude de la fonction f(N) = 3.2 N - 224N + 64 montre qu'elle est 

224 

or Jai. < io, done V N > 10, f(N) > 
In 2 



224 



croissante sur I'intervalle 

/(10) = 896, alors que pour N < 10, la conjecture (H) est vrai d'apres [2] □ 
3.4. Cas symplectique. (avec condition) 

Preuve du Theoreme F. On rappelle que X les espaces symplectiques 
verifient les proprietes suivantes [AP-86J : 

fd(X) = 2m 

3w <G H 2 (X,Q) tel que H 2m (X,Q) Qw m 

le cup-produit w k : H m - k (X,Q) — ► H m+k (X,Q) 

est un isomorphisme 

Ainsi les nombres de Betti bn = dim H 2b (X, Q), < i < m sont tous non 
nuls, done dim H pan (X, Q) > m + 1, or Xc = car le cas contraire {x-k = 0) 
est deja resolu dans le cas pur, done 

dim H*(X,Q) =2 dim F pair (X, Q) 
>2m + 2 
> 2m 

= fd(X) > dimV d'apres theoreme 12.21 
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□ 

3.5. Cas cosymplectique. (sans condition) 

Preuve du Theoreme G. Si X = M 2n+1 est une variete co- 
symplectique, d'apres [BG-67) les nombres de Betti sont tous non mils, plus 
encore, dans[CLM-93j on a : &o = &2n+i < b% = b2 n < • • • < b n = b n+ \ done 

2n+l 

dimfr*(AV,Q) = bi > 2n + 2 > 2n + 1 = fd(X) > dimV. □ 

Remarque 3.1. D'apres la definition d'une variete cosymplectique il existe 
une I-forme fermee r\ et done une classe dans le H 1 (X) qui n'est pas nulle. 

Tous les exemples connus de varietes cosymplectiques sont NON 1- 
connexes. Le tti est celui d'un tore de dimension > 1 ou un groupe nilpotent 
(X = G/T) est une nilvariete. 

Cependant il s'agit d'espaces simples (ir\ abelien operant trivialement 
sur les ir n ) ou bien d'espaces nilpotents (tt\ nilpotent operant de maniere 
nilpotente sur les Tr n ). 

Ces espaces admettent des modeles minimaux de Sullivan (non 1 connexe) 
qui verifie la propriete fd(X) > dimV 
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